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Teorema
Assegnata la serie geometrica di ragione x ∈ R:
∞∑
n=1
xn−1 = 1 + x + x2 + x3 + · · ·
essa e`:
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Teorema
Se x ∈ R la serie:
∞∑
n=1
nxn−1 = 1 + 2x + 3x2 + 4x3 + · · ·
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Per quali valori di x ∈ R converge la serie geometrica:
∞∑
n=1
(
x2 + 2x
)n−1
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Per quali valori di x ∈ R converge la serie geometrica:
∞∑
n=1
(
x2 + 2x
)n−1
La serie converge per i valori di x ∈ R per cui∣∣x2 + 2x∣∣ < 1
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Criterio del confronto
Siano (xn) e (yn) tali che 0 ≤ xn ≤ yn allora:
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Criterio del confronto asintotico
Siano (xn) e (yn) non negative e tali per cui esista finito e
diverso da zero, il:
lim
n→∞
xn
yn
.
Allora
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Applicazione
Dimostriamo la convergenza della serie di Euler:
∞∑
n=1
1
n2
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Applicazione
Dimostriamo la convergenza della serie di Euler:
∞∑
n=1
1
n2
sfruttando il fatto che converge la serie (di Mengoli):
∞∑
n=1
1
n(n + 1)
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provata la convergenza della serie di Mengoli, la tesi e` con-
seguenza del teorema confronto asintotico essendo:
lim
n→∞
1
n2
1
n(n + 1)
= 1
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Per provare tale convergenza si usa la formula
n∑
k=1
1
k(k + 1)
=
n
n + 1
che puo` essere dimostrata per induzione
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Criterio del rapporto
Consideriamo la serie
∞∑
n=1
an, in cui an > 0 per ogni n ∈ N.
Se esiste:
lim
n→∞
an+1
an
= `
allora:
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Osservazione
Nella tesi non si fa riferimento al caso ` = 1. Questo dipende
dal fatto che in questa situazione la convergenza della serie
e` indecidibile. Infatti se si considera la serie armonica, caso
in cui an =
1
n
, abbiamo ` = 1 con una serie positivamente
divergente. Ma se si considera la serie armonica di ordine 2,
caso in cui an =
1
n2
, abbiamo ` = 1 con una serie convergente.
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Applicazione
∞∑
n=1
1
n!
converge
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Applicazione
∞∑
n=1
1
n!
converge
Osservazione
Faremo vedere piu` avanti che
∞∑
n=0
1
n!
= lim
n→∞
(
1 +
1
n
)n
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Criterio della radice
Consideriamo la serie
∞∑
n=1
an, in cui an ≥ 0 per ogni n ∈ N.
Se esiste:
lim
n→∞
n
√
an = `
allora:
a) se ` < 1 la serie converge;
b) se ` > 1 la serie diverge.
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Dovesse accadere che uno dei criteri, radice o rapporto, sia
inefficace, nel senso che uno dei due limiti:
lim
n→∞
an+1
an
, lim
n→∞
n
√
an,
valga 1 e` inutile tentare di calcolare l’altro limite, usando le
regole di Cesa`ro, che se uno dei due limiti esiste, esiste anche
l’altro limite e i due limiti sono eguali. Quindi se fallisce uno
dei due criteri, di radice o rapporto, non serve tentare di
usare l’altro.
15/18 Pi?
22333ML232
Applicazione
∞∑
n=1
n
2n2
converge
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Criterio di Raabe
Consideriamo la serie
∞∑
n=1
an, in cui an > 0 per ogni n ∈ N.
Se esiste:
lim
n→∞n
(
an
an+1
− 1
)
= `
allora:
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Applicazione
∞∑
n=1
1√
n
diverge
